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В работе рассматривается задача оптимального управления на бесконечном промежутке време-
ни, полученная из модели экономического роста (см. [3], [4] и [5]).

Суть задачи состоит в максимизации функционала J(·)

J =

+∞∫

0

e−λt (ln (1− s(t)) + ln (1− r(t)) + ln f(k(t), l(t))) dt. (1)

на траекториях динамической системы (k(·), l(·))
{

k̇(t) = s(t)f(k(t), l(t))− (δ + ρ)k(t)
l̇(t) = br(t)f(k(t), l(t))− ρl(t)

(2)

с ограничениями на управляющие параметры s(t) и r(t)

0 6 s(t) 6 as < 1, 0 6 r(t) 6 ar < 1, 0 6 as + ar < 1. (3)

и начальными условиями
k(t0) = k0, l(t0) = l0. (4)

Здесь фазовые переменные k(t) и l(t) выражают капитал страны, приходящийся на одного работа-
ющего человека, и эффективность труда одного человека в момент времени t. Производственная
функция f(k(t), l(t)) связывает фазовые переменные k(t) и l(t) с величиной y(t), определяющей
ВВП страны, приходящийся на душу работающего населения. Управляющие параметры s(t) и r(t)
определяют долю инвестиций в основной и в человеческий капиталы страны. Каждая из управляю-
щих переменных s(t) и r(t) отделены от единицы положительными числами as и ar, выражающими
максимальный уровень инвестиций в основной и человеческий капиталы страны соответственно.
Положительная постоянная величина λ является дисконтирующим множителем. Константа δ > 0
определяет величину обесценивания капитала. Положительный параметр ρ выражает степень роста
численности работающего населения страны. Величина b > 0 определяет предельный эффект от
инвестиций в человеческий капитал.

Поставленная задача (1-4) может быть решена методами теории оптимального управления для
задач с бесконечным горизонтом (см. [1], [2]).

Цель данной работы состоит в следующем: используя нелинейный регулятор, стабилизирующий
систему в положении равновесия, численно найти решение задачи оптимального управления.

Построение траектории осущствляется в обратном времени. В качестве начальной позиции бе-
рутся точки, фазовые координаты которых лежат в ε-окрестности Oε(kε, lε) некоторой точки (kε, lε)
с траектории стабилизированной системы; а сопряженные координаты вычисляются из уравнения
плоскости, образованной собственными векторами, отвечающими отрицательным собственным зна-
чениям матрицы Якоби гамильтоновой системы, вычисленной в стационарной точке. Перебор точек
из Oε(kε, lε) осуществляется до тех пор, пока построенная траектория не попадет в начальную точку
(k0, l0) (4).
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